Дифференциальное уравнение второго порядка можно записать в виде 
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.

Для этих уравнений имеет место теорема существования и единственности решения.

Теорема. Если в уравнении [image: image2.png]


 функция [image: image3.png]Sy



 и ее частные производные по аргументам y и [image: image4.png]


 непрерывны в некоторой области, содержащей [image: image5.png]


, то существует и притом единственное решение [image: image6.png]


 уравнения, удовлетворяющее условиям [image: image7.png]Flxgl=rq



 и [image: image8.png]


.

Эти условия называются начальными условиями. Геометрический смысл этих условий состоит в том, что через заданную точку плоскости [image: image9.png]


 с заданным тангенсом угла наклона касательной [image: image10.png]


 проходит единственная интегральная кривая. Ясно, что если мы будем задавать различные значения [image: image11.png]


, то при постоянных [image: image12.png]Xy



 и [image: image13.png]


 мы получим бесчисленное множество интегральных кривых с различными углами наклона касательных и проходящих через заданную точку.

Общим решением дифференциального уравнения второго порядка называется функция [image: image14.png]r=elxC.cy)



, зависящая от двух произвольных постоянных, которая при любых значениях [image: image15.png]


 и [image: image16.png]


 является решением дифференциального уравнения.

Уравнение [image: image17.png]Blrp,C.Cy)=0



, определяющее общее решение, называется общим интегралом дифференциального уравнения.

Если в общее решение подставить конкретные значения [image: image18.png]


 и [image: image19.png]


, то получится частное решение дифференциального уравнения. График частного решения называют интегральной кривой данного дифференциального уравнения.
1) рассмотрим простейшее уравнение второго порядка [image: image20.png]


. Общее решение такого уравнения получается путем двукратного интегрирования:

[image: image21.png]



[image: image22.png]ye Idxl S+ cixecy



,
где [image: image23.png]


 и [image: image24.png]


–произвольные постоянные, а неопределенные интегралы трактуются как первообразные соответствующих функций.

Пример: Решить уравнение [image: image25.png]


. Решение. Интегрируя первый раз, получаем [image: image26.png]x?
L cosx+;
0 1




. Общее решение данного уравнения получаем, интегрируя второй раз: [image: image27.png]e

L sinx+ G+
r=7 1+ Cy



.

2) Рассмотрим уравнение [image: image28.png]


, явно не содержащее искомую функцию y. Положим [image: image29.png]


. Тогда [image: image30.png]


 и уравнение примет вид [image: image31.png]


.

Решаем теперь это уравнение первого порядка относительно p, а затем заменяем p на [image: image32.png]


 и решаем последнее уравнение относительно неизвестной функции y.

Пример: Решить уравнение [image: image33.png]


.

Решение. Положим [image: image34.png]


 и подставим [image: image35.png]


 и [image: image36.png]


 в данное уравнение. Получим [image: image37.png]


. Разделим переменные. Тогда [image: image38.png]


. Интегрируя, получим [image: image39.png]In|p|=—nx| + In[Cy |,



 [image: image40.png]


 и [image: image41.png]


. Заменим теперь p на [image: image42.png]


. Имеем [image: image43.png]


 и [image: image44.png]



3) пусть [image: image45.png]


. Это уравнение явно не содержит переменную x. Подстановкой [image: image46.png]b b &
G @

=2}y




 это уравнение приводят к уравнению первого порядка: [image: image47.png]pp=Flrp)



.

Далее получившееся уравнение первого порядка решают относительно вспомогательной функции p, а затем, заменяя p на [image: image48.png]


, получают уравнение первого порядка относительно функции y, из которого ее и находят.

Пример: Решить уравнение [image: image49.png]yter =20



.

Решение. Положим [image: image50.png]


, подставим в уравнение эти выражения производных и получим дифференциальное уравнение первого порядка относительно вспомогательной функции p:

[image: image51.png]poptgp =207



. Отсюда [image: image52.png]poptgy-2pt =10 Hptey-2p)



. Это уравнение имеет решение [image: image53.png]


 или [image: image54.png]


, а [image: image55.png]


, а так же решения, удовлетворяющие уравнению [image: image56.png]pigy-2p=0



.

Разделим переменные в этом уравнении:

[image: image57.png]R




Откуда [image: image58.png]p=Cpsin'y



. Полагая [image: image59.png]


, получим дифференциальное уравнение [image: image60.png]


.

Снова разделим переменные: [image: image61.png]Sy



.

Интегрируя, получим: [image: image62.png][w - afan



–[image: image63.png]ctgp=Cpr+Cy



 или [image: image64.png]G+ Gy

ctgy



. Решение уравнения p=0, то есть y=C, входит в этот общий интеграл при [image: image65.png]


, так как в таком случае [image: image66.png]


 и y является постоянным.

Таким образом, получили общий интеграл дифференциального уравнения [image: image67.png]ctgp=Cpr+Cy



, где [image: image68.png]


 и [image: image69.png]


–произвольные постоянные.

	а) рассмотрим простейшее уравнение второго порядка [image: image70.png]


. Общее решение такого уравнения получается путем двукратного интегрирования:

[image: image71.png]



[image: image72.png]ye Idxl S+ cixecy



,
где [image: image73.png]


 и [image: image74.png]


–произвольные постоянные, а неопределенные интегралы трактуются как первообразные соответствующих функций.

Пример 7. Решить уравнение [image: image75.png]


.

Решение. Интегрируя первый раз, получаем [image: image76.png]x?
L cosx+;
0 1




. Общее решение данного уравнения получаем, интегрируя второй раз: [image: image77.png]e

L sinx+ G+
r=7 1+ Cy



.

б) Рассмотрим уравнение [image: image78.png]


, явно не содержащее искомую функцию y. Положим [image: image79.png]


. Тогда [image: image80.png]


 и уравнение примет вид [image: image81.png]


.

Решаем теперь это уравнение первого порядка относительно p, а затем заменяем p на [image: image82.png]


 и решаем последнее уравнение относительно неизвестной функции y.

Пример 8. Решить уравнение [image: image83.png]


.

Решение. Положим [image: image84.png]


 и подставим [image: image85.png]


 и [image: image86.png]


 в данное уравнение. Получим [image: image87.png]


. Разделим переменные. Тогда [image: image88.png]


. Интегрируя, получим [image: image89.png]In|p|=—nx| + In[Cy |,



 [image: image90.png]


 и [image: image91.png]


. Заменим теперь p на [image: image92.png]


. Имеем [image: image93.png]


 и [image: image94.png]



в) пусть [image: image95.png]


. Это уравнение явно не содержит переменную x. Подстановкой [image: image96.png]b b &
G @

=2}y




 это уравнение приводят к уравнению первого порядка: [image: image97.png]pp=Flrp)



.

Далее получившееся уравнение первого порядка решают относительно вспомогательной функции p, а затем, заменяя p на [image: image98.png]


, получают уравнение первого порядка относительно функции y, из которого ее и находят.

Пример 9. Решить уравнение [image: image99.png]yter =20



.

Решение. Положим [image: image100.png]


, подставим в уравнение эти выражения производных и получим дифференциальное уравнение первого порядка относительно вспомогательной функции p:

[image: image101.png]poptgp =207



. Отсюда [image: image102.png]poptgy-2pt =10 Hptey-2p)



. Это уравнение имеет решение [image: image103.png]


 или [image: image104.png]


, а [image: image105.png]


, а так же решения, удовлетворяющие уравнению [image: image106.png]pigy-2p=0



.

Разделим переменные в этом уравнении:

[image: image107.png]R




Откуда [image: image108.png]p=Cpsin'y



. Полагая [image: image109.png]


, получим дифференциальное уравнение [image: image110.png]


.

Снова разделим переменные: [image: image111.png]Sy



.

Интегрируя, получим: [image: image112.png][w - afan



–[image: image113.png]ctgp=Cpr+Cy



 или [image: image114.png]G+ Gy

ctgy



. Решение уравнения p=0, то есть y=C, входит в этот общий интеграл при [image: image115.png]


, так как в таком случае [image: image116.png]


 и y является постоянным.

Таким образом, получили общий интеграл дифференциального уравнения [image: image117.png]ctgp=Cpr+Cy



, где [image: image118.png]


 и [image: image119.png]


–произвольные постоянные.
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