Однородные дифференциальные уравнения первого порядка


Дифференциальные уравнения, сводящиеся к однородным 
Этот небольшой практикум полезно проработать сразу после изучения вводной статьи о дифференциальных уравнениях и статьи об однородных ДУ. Несмотря на то, что указанный в заголовке тип уравнения довольно редко встречается на практике, сейчас вам представится отличная возможность отработать ОБЩУЮ ТЕХНИКУ решения диффуров, об азах и особенностях которой я рассказал на первом же уроке по теме. …Не будем тянуть кота за хвост, а потянем за дифференциальное уравнение вида: 


 INCLUDEPICTURE "http://www.mathprofi.ru/b/du_svodjashiesja_k_odnorodnym.html_clip_image002.gif" \* MERGEFORMATINET 


, где  – постоянные коэффициенты. При этом особой милости ждать не стОит – в большинстве практических примеров все или многие числа отличны от нуля. Более того, диффур может быть подзашифрован, например, так:
[image: image2.png](ax+by +e)y' =ax+by +o




Или так: [image: image3.png](ayx +byy +c)dy




 плюс всякие «шероховатости» с раскрытием скобок и/или перестановкой слагаемых.

Очевидно, что при [image: image4.png]


 уравнение является однородным, и сейчас нам предстоит разобраться в ситуации, когда хотя бы один из этих коэффициентов не равен нулю. Сия «неудобная» ситуация разрешима двумя путями…, …наверное, вы соскучились по высшей алгебре:

– если определитель [image: image5.png]


, то данное ДУ приводится к однородному уравнению, если же [image: image6.png]


, то – к уравнению с разделяющимися переменными (либо переменные можно разделить сразу). Гораздо чаще приходится иметь дело с первым случаем, с него и начнём:

Пример 1
Решить дифференциальное уравнение [image: image7.png]x+2y-3
prm—t





Решение: сначала проверяем, равен ли указанный выше определитель нулю: [image: image8.png]


, значит, предложенное ДУ сводится именно к однородному уравнению. 

На первом шаге составим систему линейных уравнений с неизвестными «альфа» и «бета»:
[image: image9.png])
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По какому принципу составлена эта система, думаю, прекрасно видно. Так как вычисленный определитель системы отличен от нуля, то она имеет единственное решение:
[image: image10.png]= 9a-9=0 = a=1 f=1
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Здесь я умножил 2-е уравнение на 2 и сложил уравнения почленно. Но, разумеется, можно использовать и любой другой способ решения, проще всего – «школьный».

Теперь в дифференциальном уравнении нужно провести следующие линейные замены:
[image: image11.png]


, где «икс и игрек с птичками»  – новые переменные 

Обозначения, конечно, не сильно удобные, но другие варианты не особо лучше. Так, вместо [image: image12.png]


  иногда используют прописные буквы [image: image13.png]


. Этот вариант, кстати, неплох, если вы оформляете решение в электронном виде, но в рукописи «большая» буква где-нибудь, да получится «малой». В некоторых источниках можно встретить переход к другим буквам, например, к паре [image: image14.png]


. Однако в них точно запутаются «чайники». И поэтому давайте остановимся на «птичках», главное, следить, чтобы они «не улетели». 

Итак, в соответствии с обозначенными заменами, в уравнение [image: image15.png]dy _x+2y-3
dx 4x-y-3



 ВМЕСТО «икса» подставляем [image: image16.png]


, а ВМЕСТО «игрека» [image: image17.png]


:

[image: image18.png]dy+l) _ x+1+2(5+1)-3
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Дифференциалы раскрываются «без последствий»:
[image: image19.png]dF+D) =G +1'dy =(1+0dy = dy





и правая часть тоже в шоколаде:
[image: image20.png]dy_R+1425+2-3





В результате свободные члены исчезли (как оно и должно было произойти), и мы имеем дело с банальным однородным уравнением, которое решается с помощью стандартной замены [image: image21.png]=fh+s



:
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Разделяем переменные:
[image: image23.png](-4de _di
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[image: image24.png](17



 – последние два шага сделаны для удобства последующего интегрирования. В левой части можно использовать метод неопределённых коэффициентов, но рациональнее применить небольшой трюк, о котором я рассказывал ещё на уроке об интегрировании дробей:
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Обратите внимание, что константу не имеет никакого смысла «заталкивать» под логарифм – по той причине, что у нас нарисовались не только они:
[image: image26.png]—fif+C




Время собирать урожай! – упаковываем логарифмы:
[image: image27.png]Inf—1+nf3]
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осуществляем обратную замену [image: image28.png]e



:
[image: image29.png]



и АККУРАТНО проводим упрощения:
[image: image30.png]



На завершающем этапе возвращаемся к исходным переменным:
[image: image31.png]


  – и перед обратными заменами полезно просмотреть всё решение – не потеряли ли мы где-нибудь «птиц».

Опять же проявляем ПОВЫШЕННОЕ ВНИМАНИЕ:
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Ответ: общий интеграл: [image: image33.png]-1
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Напоминаю, что общий интеграл предпочтительнее записывать в виде [image: image34.png]Flxy)=C



.

Выполним проверку. Фактически она заключается в нахождении производной от неявно заданной функции:
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Приводим выражение левой части к общему знаменателю и избавляемся от дроби:
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НЕ ТОРОПЯСЬ, проводим окончательные упрощения:
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[image: image38.png]x+2y-3
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 – в результате получено исходное дифференциальное уравнение, значит, решение найдено верно.

Это была далеко не самая трудная проверка. По возможности, всегда старайтесь проверять полученный результат!

А теперь выполним задание, которое я обещал разобрать в статье об однородных уравнениях, а именно решим задачу Коши для такого уравнения. Найдём частное решение, удовлетворяющее, например, начальному условию [image: image39.png]y(h=2



. Как это сделать? Очень просто: в общий интеграл [image: image40.png]3
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 нужно подставить [image: image41.png]


 и выяснить, чему равна константа:
[image: image42.png]



Таким образом, частный интеграл:
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Мысленно убедитесь, что он удовлетворяет начальному условию [image: image44.png]y(h=2




Пара интересных задач для самостоятельного решения:

Пример 2
Найти общее решение уравнения [image: image45.png]Tt2y-2




Это задание примечательно тем, что «игрек» в нём остаётся «игреком» ;-)

Пример 3
Найти частное решение уравнения [image: image46.png]Gx+3)y'=3y-x



, соответствующее начальному условию [image: image47.png]y0=-1




А здесь... впрочем, сами оцЕните! И узнаете нечто новое. Да, чуть не забыл – перед тем, как решать, приведите уравнение к виду [image: image48.png]ax+hy+e
P byt



 – так будет гораздо удобнее.

Краткие решения и ответы в конце урока. Не ленимся выполнять проверку! – дифференцирования много не бывает =)

Систематизируем алгоритм решения уравнения [image: image49.png]ax+hy+e
Y by te,



 (хотя бы один из коэффициентов [image: image50.png].6y



 не равен нулю) для случая [image: image51.png]


:

– Собственно, проверяем условие [image: image52.png]


 и делаем вывод, что уравнение сводится к однородному. Этот пункт можно выполнить и устно, ограничившись записью «сведём уравнение к однородному».

– Составляем и решаем систему [image: image53.png]0
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– Переходим к новым переменным [image: image54.png]ita,y=y+8



. «Птички» можно заменить другими подходящими пометками, например, «волнами»: [image: image55.png]


, или же вообще использовать другие буквы – кому как удобнее. Если [image: image56.png]


 или [image: image57.png]


, то проводим только одну замену (ну а зачем «вхолостую» менять букву?).

– В результате проведённых замен должно получиться однородное уравнение, которое решается по обычному алгоритму.

– Проводим обратные замены [image: image58.png]


 и приходим к ответу.

Для случая же [image: image59.png]


 всё ещё проще. Здесь мы либо сразу разделяем переменные, либо добиваемся этой возможности с помощью одной из следующих замен:

[image: image60.png]axthy=z




Сначала разберём частную версию уравнения [image: image61.png]ax+hy+e
Y by te,



 в которой [image: image62.png]a=k=0



:

Пример 4
Решить уравнение [image: image63.png]d_ 1
ax xty-1





Решение: совершенно понятно, что [image: image64.png]


, и альтернативы нет – проводим замену: [image: image65.png]xty=z




Находим дифференциал: [image: image66.png]


, откуда выражаем [image: image67.png]dy

dz —dx



.

Теперь подставляем [image: image68.png]xty=z



 и [image: image69.png]dy

dz —dx



 в исходное уравнение:
[image: image70.png]



Дальнейшее просто:
[image: image71.png]



Обратная замена [image: image72.png]z=x+y



:
[image: image73.png]x4y —Infx+yl=x+C




Ответ: общий интеграл: [image: image74.png]



Проверка:
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[image: image76.png]


, что и требовалось проверить.

Казалось бы, такое простенькое уравнение, но если не знать метод решения – придётся туго!

Вторая частная разновидность [image: image77.png]&
—axthy+
=ax by te



 решается с помощью замены [image: image78.png]ax+by=z



. В силу линейности дифференциала: [image: image79.png]


, откуда выражаем:
[image: image80.png]bdy = dz — adx
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После чего подставляем [image: image81.png]ax+by=z



 и [image: image82.png]


 в наше уравнение:
[image: image83.png]
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 – и всё дело тоже свелось к уравнению с разделяющимися переменными.

Следует отметить, что уравнение [image: image85.png]&
—axthy+
=ax by te



 является линейным неоднородным:
[image: image86.png]


 (стандартный вид), и к нему применимы обычные алгоритмы решения этого уравнения (см. по ссылке). Но, как вариант, годится и рассмотренная выше замена.

Уравнение с «полным комплектом» для самостоятельного изучения:

Пример 5
Найти общий интеграл уравнения
[image: image87.png](x=2y—1dx+(3x— 6y +2)d)





Подумайте, что лучше обозначить за «зет», впрочем, чего тут думать…. И справьтесь с дифференциалом [image: image88.png]


 ;-) В образце решения я не привёл уравнение к «дробному» виду, однако начинающим лучше таки привести.

Решения и ответы:
Пример 2: Решение: [image: image89.png]


, значит, данное уравнение приводится к однородному. Составим и решим систему:
[image: image90.png]



Проведём замену [image: image91.png]


:
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В полученном однородном уравнении проведём замену [image: image93.png]y
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:
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Обратная замена [image: image96.png]


:
[image: image97.png]



Обратная замена [image: image98.png]



Ответ: общий интеграл: [image: image99.png]hly‘f%;:az:ie(]:wnst




Пример 3: Решение: представим уравнение в виде [image: image100.png]dy _-x+3y
dx 3x+3




 и сведём его однородному. Составим и решим систему:
[image: image101.png]—a+38 =0
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Проведём замены [image: image102.png]


:
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В полученном однородном уравнении проведём замену [image: image104.png]e



:
[image: image105.png]



Обратная замена [image: image106.png]


:
[image: image107.png]



Обратные замены [image: image108.png]


:
[image: image109.png]%(x+1)ln‘x+1‘+c(x+l)




Общее решение: [image: image110.png]1.1
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Найдём частное решение, удовлетворяющее начальному условию [image: image111.png]y0=-1



:
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Ответ: частное решение: [image: image113.png]— Z(x+Dlafx+1|=— (1+(x+1)1n\x+1\)





! Примечание: данное уравнение является линейным неоднородным: [image: image114.png]@Bx+3)y' -3y




 (стандартный вид) и его можно решить другими способами.
Пример 5: Решение: [image: image115.png](x=2y-1dx+(3(x-2y)+2)dy =0



 – сведём данное ДУ к уравнению с разделяющимися переменными. Проведём замену:
[image: image116.png]r-2y=z
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Выполним подстановки [image: image117.png]


:
[image: image118.png](z-Vdx+(3z+2) [ %dz+%dx]





Умножим каждое слагаемое на –2:
[image: image119.png]-2z -1dx-23z+2) [ %dz+%dx]
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Разделяем переменные и интегрируем:
[image: image120.png]Sdx
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Обратная замена [image: image121.png]


:
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Переообозначим константу: [image: image123.png]



Ответ: общий интеграл: [image: image124.png]x+3y—Infx-2y|=C, rae C=const
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